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Аннотация
Установлены условия существования минимального собственного значения, отвечающего положи-
тельной собственной функции, нелинейной задачи на собственные значения для обыкновенного диф-
ференциального уравнения с вырождающимися коэффициентами. Задача аппроксимируется схемой
метода конечных элементов на равномерной сетке. Исследуется сходимость приближенных решений
к точным. Теоретические результаты иллюстрируются численными расчетами для модельной задачи.
Ключевые слова: собственное значение, положительная собственная функция, нелинейная зада-
ча на собственные значения, обыкновенное дифференциальное уравнение, задача Штурма–Лиувилля,
метод конечных элементов
Summary
We derive the condition of the existence of the minimal eigenvalue corresponding to the positive
eigenfunction of a nonlinear eigenvalue problem for an ordinary differential equation with degenerate
coefficients. This problem is approximated by a scheme of the finite element method on uniform mesh. We
investigate the convergence of approximate solutions to exact solutions. Theoretical results are illustrated
by numerical experiments for a model problem.
Keywords: eigenvalue, positive eigenfunction, nonlinear eigenvalue problem, ordinary differential
equation, Sturm–Liouville problem, finite element method
1. Постановка задачи.
В работе исследуется задача нахождения минимального собственного значения λ ∈ Λ , Λ = [0,∞) ,
отвечающего положительной собственной функции u(x) , x ∈ Ω , Ω = (0, 1) , Ω = [0, 1] , удовлетворяю-
щего обыкновенному дифференциальному уравнению и граничным условиям
−(xp(λs(x))u′)′ = xr(λs(x))u, x ∈ Ω,
u′(0) = u(1) = 0,
(1)
с коэффициентами, зависящими от спектрального параметра. Предположим, что функции p(µ) , r(µ) ,
µ ∈ Λ , s(x) , x ∈ Ω являются непрерывными положительными функциями. Кроме того, функция p(µ) ,
µ ∈ Λ считается неубывающей ограниченной, а функция r(µ) , µ ∈ Λ – неубывающей неограниченной.
Предположим дополнительно, что функции p′(µ) , r′(µ) , µ ∈ Λ , s′(x) , x ∈ Ω являются непрерывными.
1)Работа выполнена при финансовой поддержкеРФФИ (проекты 12-01-97026, 13-01-00908, 14-01-00755) иМи-
нобрнауки РФ (базовая часть госзадания, проект от 01.02.2014 г. № 2196)
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Для фиксированного µ ∈ Λ обозначим через γ(µ) минимальное простое собственное значение, отве-
чающее положительной собственной функции u(x) = uµ(x) , x ∈ Ω , параметрической линейной задачи
на собственные значения для обыкновенного дифференциального уравнения
−(xp(µs(x))u′)′ = γ(µ)xr(µs(x))u, x ∈ Ω,
u′(0) = u(1) = 0.
(2)
Тогда минимальное собственное значение λ задачи (1) является наименьшим корнем уравнения
γ(µ) = 1, µ ∈ Λ. (3)
Задача вида (1) возникает при моделировании плазмы высокочастотного разряда пониженного давле-
ния [1]. Условия существования минимального собственного значения, отвечающего положительной соб-
ственной функции, определяют условия, необходимые для поддержания стационарного высокочастотного
индукционного разряда пониженного давления.
Ранее исследовалась задача на собственные значения
−(p(λ, x)u′)′ + q(λ, x)u = λr(λ, x)u, x ∈ Ω,
u(0) = u(l) = 0,
(4)
с коэффициентами, зависящими от спектрального параметра, Ω = (0, l) , Ω = [0, l] , в предположении, что
p(µ, x) , q(µ, x) , r(µ, x) , µ ∈ Λ , x ∈ Ω являются непрерывными положительными функциями.
Для фиксированного µ ∈ Λ обозначим через γ(µ) минимальное простое собственное значение, отве-
чающее положительной собственной функции u(x) = uµ(x) , x ∈ Ω , параметрической задачи
−(p(µ, x)u′)′ + q(µ, x)u = γ(µ)r(µ, x)u, x ∈ Ω,
u(0) = u(l) = 0.
(5)
Тогда минимальное собственное значение λ задачи (4) является наименьшим корнем уравнения
γ(µ) = µ, µ ∈ Λ. (6)
В работах [2, 3] изучался метод конечных разностей для задачи (4) при r(µ, x) = r(x) , µ ∈ Λ , x ∈ Ω .
Предполагалось, что функции p(µ, x) , q(µ, x) , µ ∈ Λ , x ∈ Ω являются невозрастающими по первому
аргументу µ ∈ Λ . Из этого условия вытекает свойство невозрастания функции γ(µ) , µ ∈ Λ , определя-
ющей наименьшее собственное значение задачи (5), и существование единственного корня уравнения (6).
В монографии [4] исследовался метод конечных элементов для задачи (4) в предположении невозраста-
ния отношения Рэлея по спектральному параметру. В этом случае функция γ(µ) , µ ∈ Λ также является
невозрастающей и уравнение (6) имеет единственный корень. В работах [2–4] проведены исследования
и для последующих собственных значений. В отличие от работ [2–4] в настоящей работе функция γ(µ) ,
µ ∈ Λ , определяющая наименьшее собственное значение задачи (2), может быть немонотонной.
2. Существование решений.
Пусть Λ = [0,∞) , Ω = (0, 1) , Ω = [0, 1] . Обозначим через H вещественное весовое гильбертово
пространство Лебега с нормой
|v|0 =


1∫
0
x(v(x))2dx


1/2
.
Обозначим через V = {v : v, v′ ∈ H,u(1) = 0} вещественное весовое гильбертово пространство Собо-
лева с нормой
|v|1 =


1∫
0
x(v′(x))2dx


1/2
.
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Положим K = {v : v ∈ V, u(x) > 0, x ∈ Ω} . Заметим, что функции из пространства V являются
непрерывными на Ω . При фиксированном µ ∈ Λ определим билинейные формы
a(µ, u, v) =
1∫
0
xp(µs(x))u′v′ dx, b(µ, u, v) =
1∫
0
xr(µs(x))uv dx,
для u, v ∈ V . Обозначим
a′(µ, u, v) =
1∫
0
xp′(µs(x))s(x)u′v′ dx, b′(µ, u, v) =
1∫
0
xr′(µs(x))s(x)uv dx,
для µ ∈ Λ , u, v ∈ V . Введем отношение Рэлея
R(µ, v) =
a(µ, v, v)
b(µ, v, v)
∀v ∈ V \ {0}.
Дифференциальная задача (1) эквивалентна вариационной нелинейной задаче на собственные значе-
ния: найти минимальное число λ ∈ Λ и функцию u ∈ K , b(λ, u, u) = 1 , такие, что
a(λ, u, v) = b(λ, u, v) ∀v ∈ V. (7)
При фиксированном µ ∈ Λ введем вариационную линейную параметрическую задачу на собственные
значения: найти минимальное число γ(µ) и функцию u = uµ ∈ K , b(µ, u, u) = 1 , такие, что
a(µ, u, v) = γ(µ)b(µ, u, v) ∀v ∈ V. (8)
Минимальное собственное значение λ задачи (7) является наименьшим корнем уравнения (3).
Для фиксированного ν ∈ Λ положим ∆ = [0, ν] , s2 = max
x∈Ω
s(x) , α1 = p(0) , α2 = p(νs2) , β1 = r(0) ,
β2 = r(νs2) . Обозначим через ξ наименьший нуль функции Бесселя J0(µ) нулевого порядка.
Лемма 1. Для µ ∈ ∆ справедливы неравенства
α1|v|
2
1 6 a(µ, v, v) 6 α2|v|
2
1 ∀v ∈ V, β1|v|
2
0 6 b(µ, v, v) 6 β2|v|
2
0 ∀v ∈ H.
Лемма 2. Функция γ′(µ) , µ ∈ Λ является непрерывной и вычисляется по формуле γ′(µ) =
a′(µ, v, v)− γ(µ)b′(µ, v, v) при µ ∈ Λ , v = uµ .
Теорема 1. Пусть p(0)ξ2 > r(0) . Тогда существует наименьшее простое собственное зна-
чение задачи (7), отвечающее положительной собственной функции.
3. Сеточная схема метода конечных элементов.
Приближенная схема метода конечных элементов для сформулированной задачи определяется зада-
нием конечномерного подпространства Vh . Разобьем отрезок [0, 1] равноотстоящими точками xi = ih,
i = 0, 1, . . . , N, на элементы ei = (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , N, h = pi/N. Обозначим через Vh под-
пространство пространства V, состоящее из непрерывных функций vh, линейных на каждом элементе
ei = (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , N. Положим Kh = {vh : vh ∈ Vh, uh(x) > 0, x ∈ Ω} .
Сеточная схема метода конечных элементов для вариационной задачи (7) состоит в нахождении ми-
нимального числа λh ∈ Λ и функции uh ∈ Kh , b(λh, uh, uh) = 1 , таких, что
a(λh, uh, vh) = b(λh, uh, vh) ∀vh ∈ Vh. (9)
При фиксированном µ ∈ Λ введем вариационную линейную параметрическую задачу на собственные
значения: найти минимальное число γh(µ) и функцию uh = uhµ ∈ Kh , b(µ, u
h, uh) = 1 , такие, что
a(µ, uh, vh) = γh(µ)b(µ, uh, vh) ∀vh ∈ Vh. (10)
Минимальное собственное значение λh задачи (9) является наименьшим корнем уравнения
γh(µ) = 1, µ ∈ Λ. (11)
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Лемма 3. Функция (γh(µ))′ , µ ∈ Λ является непрерывной и вычисляется по формуле
(γh(µ))′ = a′(µ, vh, vh)− γh(µ) b′(µ, vh, vh) при µ ∈ Λ , vh = uhµ .
Теорема 2. Пусть p(0)ξ2 > r(0) . Тогда существует наименьшее простое собственное зна-
чение задачи (9), отвечающее положительной собственной функции.
Теорема 3. Пусть γ′(λ) 6= 0 . Тогда для достаточно малых h выполняются оценки погреш-
ности: 0 6 λh − λ 6 ch2 , |uh − u|1 6 ch, где c – положительная постоянная, не зависящая от h.
4. Численные эксперименты.
Проведено вычисление наименьшего собственного значения и отвечающей ему положительной соб-
ственной функции для дифференциальной задачи на собственные значения (1) с коэффициентами s(x) =
1 + x, x ∈ Ω, Ω = (0, 1), Ω = [0, 1], p(µ) =
3
2
−
1
µ+ 2
, r(µ) = 3 + µ3, µ ∈ Λ. Поскольку p(0) = 1 ,
r(0) = 3 , ξ = 2.4048 > 2 , то получим
p(0)
r(0)
ξ2 =
1
3
ξ2 >
4
3
> 1. Следовательно, справедлива теорема 1
о существовании наименьшего простого собственного значения задачи (1), отвечающего положительной
собственной функции.
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Рис. 1: Минимальное собственное значение
На рис. 1 построен график функции γ(µ) задачи (8) и отмечено наименьшее простое собственное
значение λ = 1.1047 задачи (1). На рис. 2 построен график положительной собственной функции u(x),
x ∈ Ω, отвечающей собственному значению λ . Решение задачи проводилось с помощью схемы метода
конечных элементов (10) и уравнения (11).
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Рис. 2: Положительная собственная функция
В таблице 1 вычислен порядок сходимости приближенного собственного значения λh по формуле
α = log2
λh − λh/2
λh/2 − λh/4
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Tабл. 1: Скорость сходимости
N α
10 1.96430
20 1.99063
50 1.99840
100 1.99958
200 1.99989
300 1.99996
для h = 1/N, N = 10, 20, 50, 100, 200, 300, так, что λh − λ ≈ chα. Экспериментальные резуль-
таты таблицы 1 согласуются с теоретическими результатами теоремы 3, а именно, α ≈ 2 при N =
10, 20, 50, 100, 200, 300.
Собственное значение λ = 1.1047 дифференциальной задачи получено как предельное значение при-
ближений λh при h→ 0 . Укажем, что точное cобственное значение λ = 1.1047 совпадает с приближен-
ным собственным значением λh при N = 1000 с приведенной точностью.
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